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PIOTR ACHINGER

STRESZCZENIE. Niniejsze notatki stanowia rozszerzong wersje wygloszonego przeze mnie
XXVI Wyktadu im. Wojtka Pulikowskiego na Uniwersytecie Adama Mickiewicza w Po-
znaniu. Oméwitem w nim jak i dlaczego badaé typy homotopii rozmaitosci algebraicz-
nych, zwtaszcza nad ciatami innymi niz liczby zespolone.

Typ homotopii przestrzeni topologicznej opisuje wtasnoéci jej ,ksztaltu”, zapomina-
jac geometryczne informacje nieistotne z punktu widzenia topologii algebraicznej (np.
litery A i O maja ten sam typ homotopii). Istotne niezmienniki, takie jak grupa pod-
stawowa lub grupy kohomologii, zaleza wylacznie od typu homotopii przestrzeni.

Geometria algebraiczna zajmuje si¢ rozmaitosciami algebraicznymi oraz innymi obiek-
tami geometrycznymi zdefiniowanymi w algebraiczny sposéb. Metody topologii algebra-
icznej okazujg sie by¢ bardzo pomocne w ich badaniu, poniewaz odpowiednie niezmien-
niki (grupy kohomologii, grupa podstawowa) maja duzo wigcej struktury niz w topologii.
Jedne z najglebszych hipotez w geometrii algebraicznej (hipotezy Hodge’a — jeden z
probleméw milenijnych, Tate’a i Grothendiecka) postuluja, ze z tych niezmiennikéw
mozna odczytaé geometryczne i arytmetyczne informacje.

Na wyktadzie zaprezentowalem kilka konstrukcji typéw homotopii w geometrii alge-
braicznej (w szczegdlnosci typ homotopii étale Artina—Mazura) oraz zwiazki pomiedzy
nimi, oraz omoéwitem kilka zjawisk, ktore odrézniaja je od typéw homotopii przestrzeni
topologicznych.

WERSJA 2019-06-08

Zgodnie z powszechnym pogladem, geometria i algebra wzajemnie si¢ uzupelniaja. Alge-
bra jest zazwyczaj lepiej dostosowana do $cistych rozumowan niz geometria (jak potwier-
dzi zapewne kazdy kto kiedykolwiek sprawdzal zadania na Olimpiadzie Matematycznej
czy podobnych zawodach)!. Z kolei geometria jest czesto blizsza ludzkiej intuicji.

Topologia algebraiczna moze byé widziana jako algebraizacja geometrii. Dany obiekt
geometryczny — przestrzen topologiczna — zamienia sie na obiekt algebraiczny (np. grupe
podstawowa czy grupy homologii). Zazwyczaj nie sposéb z tak otrzymanego niezmiennika
odzyskaé badany obiekt — typowe niezmienniki nie odrézniaja od siebie homotopijnie
réwnowaznych przestrzeni. Typ homotopii przestrzeni to jej klasa abstrakcji wzgledem
relacji homotopijnej rownowaznosci.

Analogicznie, geometria algebraiczna to geometryzacja algebry (dokladniej, teorii pier-
Scieni przemiennych). Jednak, w odréznieniu od topologii algebraicznej, w geometrii al-
gebraicznej geometria i algebra staja sie tym samym. Pozwala to naprzemiennie stosowaé
techniki z obu dziedzin.

1Nast(gpuj@cy fragment ze wstepu do ksigzki Stratified Morse Theory Goresky’ego i MacPhersona swiet-
nie to oddaje:

(...) [T]here is often a creative tension between geometry and rigor. Rigor follows the initial conception
with a much greater time delay in geometry than it does in algebra. Also, when it comes, true geometers
often feel its language misses the essential geometric ideas. Language is not well adapted to describing
geometry, as the facilities for language and geometry live on opposite sides of the human brain. This
perhaps accounts for the presence in the current literature on singularities of expressions like “using the
isotopy lemma, it can be shown” without the forty pages of geometric constructions and estimates needed
to apply the isotopy lemma.

Nevertheless, a geometrically apt rigorization of a geometric idea can actually add to its ease of visu-
alization. Major examples of this are the final versions of singular homology and of stratified spaces.
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Podczas niniejszego wyktadu opisze, w jaki sposéb metody topologii algebraicznej znaj-
duja zastosowanie — posrednio i bezposrednio — w geometrii algebraicznej. Podstawo-
wym pytaniem jest: jak z obiektem geometrycznym zdefiniowanym w algebraiczny sposdb,
jakim jest rozmaitos$é algebraiczna, stowarzyszycé zdefiniowany w algebraiczny sposéb typ
homotopii? Na to pytanie nie odpowiem, ale postaram sie wyttumaczy¢, dlaczego jest ono
istotne.

Moim zamierzeniem byto, by to wystapienie bylo zrozumiate dla mozliwie szerokiego
grona stuchaczy. Niniejsze notatki uzupelniaja wersje méwiona o matematyczne szcze-
g6ty (definicje, prezycyjne sformulowania twierdzen) oraz wyniki, ktérych zrozumienie
wymaga nieco wiecej znajomosci matematyki wyzszej. Te trudniejsze fragmenty oznaczo-
no gwiazdka (*).

1. Co TO JEST ROZMAITOSC ALGEBRAICZNA?

Niech K bedzie cialem. Dla ustalenia uwagi, wymienmy kilka cial ktére pojawiaja sie

najczesciej:
e C, cialo liczb zespolonych,

R, liczby rzeczywiste,
Q, liczby wymierne,
ciala liczbowe (skonczone rozszerzenia Q), np. Q(v/—1),
ciata skoniczone: ¥}, = Z/pZ, Fpn,
Q,, liczby p-adyczne?,
C(t), funkcje wymierne zmiennej zespolonej,
C((t)), szeregi formalne Laurenta zmiennej zespolonej.

algebraiczne domknigcia powyzszych: Q, Fp, ...

Definicja 1.1. Afiniczng rozmaitosciq algebraiczng nad K nazywamy zbior X rozwigzan
(z1,...,zy) uktadu réwnan wielomianowych

fl(:l,‘l, . ,ZL’n) = O,

fr(z1,...,2n) =0,
o wspolczynnikach w K.

Dwie natychmiastowe uwagi do powyzszej definicji. Po pierwsze, Scisle rzecz biorac,
powyzej zdefiniowaliSmy ,schemat afiniczny skonczonego typu nad K” (w tym tekscie nie
bedziemy rozwodzili si¢ nad réznica pomiedzy rozmaitosciami i schematami). Po drugie,
celowo nie wspomnieliSmy, do jakiego zbioru majg naleze¢ wartosci zmiennych 1, ..., x,!
W istocie, interesuja nas rozwiazania (x1,...,z,) € L™ dla kazdego rozszerzenia L cia-
la K, a nawet (21,...,2,) € R" dla kazdej K-algebry® R. Wprowadzmy nastepujace
oznaczenie na zbior rozwiazan o wartodciach w R:

X(R) ={(x1,...,zn) € R"| fi(z1,...,2p) = ... = fr(z1,...,2)}.

(Ewaluacja f; w (x1,...,2,) ma sens poniewaz wspéltczynniki wielomianéw f; leza w K a
R jest K-algebra). Zauwazmy tez, ze jezeli f: R — R’ jest homomorfizmem K-algebr, to

2(*) Uzupelnienie Q wzgledem metryki d(z,y) = p =Y dla ¢ £ y, gdzie Up(2) jest zdefiniowane
przez z = p"f’(Z)%, (p,a) =1=(p,b) dla z # 0.

3Gdybys’.my rozwazali tylko rozwiazania w K, wtedy np. dla K = R byliby$my zmuszeni uznaé¢ rozma-
ito$¢ zadang réwnaniem

2 2
T —+ To = —1

za zbiér pusty, podczas gdy réwnanie to ma rozwiazania nad L = C! Dla cial algebraicznie domknigtych
ten problem jest mniej istotny.
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rozwigzania o warto$ciach w R daja rozwigzania o warto$ciach w R/, innymi stowy mamy
indukowane odwzorowanie

f: X(R) — X(R).
Musimy pamietaé nie tylko zbiory X (R) dla wszystkich R, ale tez powyzsze odwzorowa-
nia* dla wszystkich f.

Przyktad 1.2 (Przestrzenie afiniczne). Najprostsze przyklady rozmaitosci afinicznych to
przestrzenie afiniczne

X =A%, X(R)=R"
(Mamy tu n zmiennych oraz 0 réwnan.) Z definicji, kazda afiniczna rozmaito$¢ algebra-
iczna jest (domknieta) podrozmaitoscia przestrzeni afinicznej.

Przyklad 1.3 (Okrag jednostkowy). Przyklad znany ze szkoly: okrag jednostkowy X na
plaszczyznie (A%) dany jest rownaniem
2+ y2 = 1.
(W przypadku dwu zmiennych bedziemy je nazywali x i y zamiast 1 i z3.)
Przyktad 1.4 (Krzywe Fermata). Krzywq Fermata (afiniczna) nazywamy rozmaitosé X,

(n > 2) zadana réwnaniem
" +y" =1.

Jak wspomnieliSmy, w geometrii algebraicznej kluczowe jest rozpatrywanie rozwiazan
nad réznymi cialami. Zobaczmy te réznorodno$é¢ teraz w praktyce na powyzszych przy-
ktadach:

e X»(R) to okrag jednostkowy,

e X5(Q) odpowiada tréjkom Pitagorejskim (np. (3/5,4/5)),

e X, (Q) jest opisane przez Wielkie Twierdzenie Fermata,

e X, (C) to (nakluta) powierzchnia Riemanna genusu g = (n — 1)(n — 2)/2,

e X3(F,) to skonczona grupa abelowa majaca (by¢ moze) zastosowanie w krypto-

grafii,

e liczby | X, (Fpn )| dla wszystkich p™, spakowane wygodnie w tzw. L-funkcje, hipote-
tycznie zawieraja bardzo glebokie informacje teorioliczbowe (np. hipoteza Bircha
i Swinnertona-Dyera).

Ogdlne (nieafiniczne) rozmaitosci algebraiczne (czy ,schematy skonczonego typu”) sa
zbudowane z rozmaitosci afinicznych, podobnie jak rozmaitosci topologiczne i rézniczkowe
sg sklejone z otwartych podzbioréw w R™. Najistotniejsza rodzina przyktadéw rozmaito-
$ci nieafinicznych to rozmaitosci rzutowe, zadane za pomoca ukladow réwnan wielomia-
nowych jednorodnych w przestrzeni rzutowej. Dla przyktadu, rzutowa krzywa Fermata:

X, ={X"+Y"=27"} = X,,U{co} C P%.
2. TOPOLOGIA ALGEBRAICZNA I GEOMETRIA ALGEBRAICZNA

Opiszemy teraz jak i dlaczego metody topologii algebraicznej sa przydatne w badaniu
rozmaitosci algebraicznych.

Zacznijmy od krétkiego zarysu dziatania topologii algebraicznej. Obiektowi geometrycz-
nemu (sensownej przestrzeni topologicznej) przyporzadkowuje sie obiekt algebraiczny (np.
grupe podstawowa czy grupy kohomologii). Przestrzeniom homotopijne réwnowaznym
przypisuje sie ten sam obiekt; utozsamiajac ze soba przestrzenie homotopijnie réwnowaz-
ne (oraz homotopijne przeksztalcenia) zamieniamy przestrzenie na ich odpowiednie typy
homotopii.

4Innymi stowy, przez X rozumiemy odpowiedni funktor z kategorii K-algebr do kategorii zbioréw. To
utatwia zdefiniowanie morfizmu rozmaitosci — jest to po prostu transformacja naturalna funktoréw.
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GEOMETRIA ALGEBRA

TEORIA HOMOTOPIIL
Przyktad 2.1. Symbole B, Q, 8 posiadaja ten sam typ homotopii, czesto opisywany jako
,bukiet dwu okregéw” (S Vv S!). Ich ciekawe niezmienniki to pierwsza grupa homologii
Hy(S Vv S',Z) ~ Z? oraz grupa podstawowa 71(S! vV S!) ~ Fy (grupa wolna na dwu
generatorach).

B7 Q78

.

Sty st

Hi(X,Z)~7% m(X)~

2.2. Bezpo$rednie zastosowanie topologii algebraicznej w geometrii algebra-
icznej. Aby moéc zastosowaé maszynerie topologii algebraicznej do badania rozmaitosci
algebraicznej X nad K, musimy wyprodukowaé sensowna przestrzen topologiczng od-
powiadajaca X. W geometrii algebraicznej czesto bada si¢ odpowiadajaca X przestrzen
topologiczng X (K) wyposazona w tzw. topologie Zariskiego®, jednak jest ona zbyt pato-
logiczna z punktu widzenia topologii algebraiczne;j®.

Najprostsze rozwiazanie tego problemu jest mozliwe, jezeli cialo K zanurza sic w C,
bo wtedy zbiér X(C), z topologia indukowana ze zwyklej topologii C™, jest sensowna
przestrzenia topologiczna:

LK C o~ X(C) ~ Hy(X(C),Z), m(X(C)),...

Jest kilka probleméw z powyzszym podejdciem:

e Zanurzenie ¢ moze nie istnieé, np. jedli ciatlo K ma dodatnig charakterystyke.

e Naturalny sposob obejscia powyzszego np. dla K = F), to znalezienie ,podniesie-
nia” X rozmaitoéci X do charakterystyki zero i rozwazenie X (C). Jak pokazal
Serre [Ser61], takie podniesienia nie zawsze istnieja.

e Jak réwniez pokazal Serre [Ser64], dla ustalonego X, typ homotopii X (C) moze
zalezeé¢ od wyboru” .

e W zwigzku z powyzszym, nie istnieje naturalne dziatanie grupy Galois Gx =
Gal(K/K) na X(C), jego typie homotopii, ani na jego grupach (ko)homologii.

2.3. Topologia étale i kohomologie étale (Artin—Grothendieck). W zwiazku z
powyzszymi problemami, naturalne wydaje sie nastepujace podejscie. Zamiast stosowaé
metody topologii algebraicznej bezposrednio do pewnej przestrzeni otrzymanej z X, spro-
bujmy stworzyé w algebraiczny sposéb narzedzia analogiczne do narzedzi topologii al-
gebraicznej. Najbardziej skuteczng préba tego typu bylto skonstruowanie przez Artina i
Grothendiecka tzw. topologii étale (jest to tzw. topologia Grothendiecka, czyli uogdlnie-
nie pojecia przestrzeni topologicznej istotne z punktu widzenia teorii snopéw) oraz ko-
homologii étale [SGAT73]. Nie bedziemy tutaj opisywa¢ ich konstrukcji, ale podamy kilka
wlasnosci.

Jednym z mankamentéw na wstepie tej teorii jest koniecznosé wyboru pomocniczej
liczby pierwszej £ (jezeli cialo K ma charakterystyke p > 0, wymagamy ¢ # p). Jezeli X

5Zbiory domkniete w topologii Zariskiego to te zadane przez réwnania wielomianowe.
6Np. prawie nigdy nie jest Hausdorffa, a wszystkie krzywe Fermata X,, sa ze soba homeomorficzne.
"Polecam zastanowienie sie nad tym faktem przez chwile.
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jest rozmaitoscia algebraiczng nad K, wtedy kohomologie étale X to przestrzenie liniowe
nad ciatem liczb f-adycznych Qy:

X ~ H"X,Qp

(méwiac $cislej, rozwazamy grupy HZ (X5, Qy)). Sa one wyposazone w naturalne ciagle
dziatanie grupy Galois Gx = Gal(K/K).

Aby przekonaé sie, ze grupy kohomologii étale sg sensownym pomyslem, nalezy je
poréwnaé z grupami kohomologii X (C) w przypadku K = C. Istotnie, Artin udowodnit,
ze istnieje naturalny izomorfizm

(1) H"(X,Qe) ~ H"(X(C), Qu),

gdzie po lewej stronie mamy algebraicznie zdefiniowane grupy kohomologii étale, a po
prawej — grupy kohomologii (singularnych) przestrzeni topologicznej X (C) zdefiniowane
klasycznie przez topologéw algebraicznych kilkadziesiat lat wczesniej.

Jakie sg zastosowania grup kohomologii étale? Chyba najwazniejszym elementem ich
struktury jest dzialanie grupy Galois, ktére ma tendencje do ,pamietania” informacji o
punktach wymiernych X (K') oraz podrozmaitosciach algebraicznych (jest to sformutowane
precyzyjnie w hipotezach Weila — o ktérych opowiemy za chwile — oraz Tate’a).

Zakoncze ten temat nastepujaca ogdlng uwaga. Metody topologii algebraicznej staja
sie jeszcze potezniejsze w badaniu rozmaitosci algebraicznych (w odréznieniu od prze-
strzeni topologicznych), poniewaz odpowiednie niezmienniki (np. grupy kohomologii) sa
wyposazone w duzo wiecej struktury (np. wspomniane wyzej dziatanie grupy Galois. Jest
to prawda nawet dla K = C, gdzie grupy kohomologii sa wyposazone w tzw. struktury
Hodge’a. Zgodnie z jednym z Probleméw Milenijnych — hipoteza Hodge’a — struktury
te pamietaja, ktore klasy w kohomologiach pochodzg od podrozmaitosci algebraicznych
($cislej — ,wymiernych cykli algebraicznych”).

2.4. Hipotezy Weila (Dwork, Grothendieck, Deligne). Jedna z gtéwnych moty-
wacji dla skonstruowania kohomologii étale przez Artina i Grothendiecka byly hipotezy
postawione kilkanascie lat wczeéniej przez Weila. Dotycza one liczenia punktéw na roz-
maitoéciach algebraicznych nad ciatami skonczonymi.

Niech zatem K = F, (gdzie ¢ = p® dla pewnej liczby pierwszej p oraz e > 1) bedzie
cialem skoficzonym i niech X bedzie rozmaitoscig algebraiczna®. Zastanawiamy sie, ile
punktéow lezy na X nad cialem K i jego rozszerzeniami L = Fym:

Ny = |X(Fgn)| = 7

O dziwo, to pytanie ma silny zwiazek z kohomologiami! Liczby NV, jest wygodnie upako-
waé w funkcje tworzaca, tzw. funkcje dzeta Hassego—Weila, nastepujacej postaci

X(F,m
Z(X,t) =exp 27‘ (F )’tm
m2=1 m

Przyklad 2.5. Dla ptaszezyzny rzutowej X = P% (ktéra mozna roztozyé na A% U AL U
A%(), liczba punktéw nad ciatem Fgm wynosi

N =14q+ ¢

Zatem
1

(1-t)(1 —qt)(1 —qg2t)

Z(X,t) =

8(*) Doktadniej: rozmaitoécia algebraiczng gtadka i rzutowa.



6 PIOTR ACHINGER

Zauwazmy jednoczeénie, ze wymiary grup kohomologii H?(CP? Q) wynosza kolejno
1,1,1 (nieparzyste grupy kohomologii znikaja). Zgodnie z hipotezami Weila, liczby Ny,
kodujg wymiary grup kohomologii®.

Przyktad 2.6. Niech X = X, bedzie (rzutowa) krzywa Fermata (zakladamy tutaj, ze p
nie dzieli n, w przeciwnym przypadku ta krzywa nie jest gladka). Wtedy

P(t)
(1=t)(1—qt)’

gdzie P(t) jest wielomianem unormowanym o wspélczynnikach catkowitych stopnia 2g =
dim H'(X(C), Q), ktérego wszystkie pierwiastki zespolone ¢ spetniaja

] = Va.

Zwiazek liczb N, a wiec i funkcji dzeta z kohomologiami jest zawarty we wzorze $ladu
Lefschetza—Grothendiecka:

N =) _(=1)' Te(F™ | H™(X, Qr))-

120

Z(X,t) =

Tutaj F jest odwzorowaniem Frobeniusa (F(a) = a'/9), ktére jest generatorem grupy

Galois ciata K. Zauwazmy, ze grupa Galois Gy, = (F) dziala na X (F,) i punkty state to
doktadnie X (F,), podobnie punkty stale dzialania podgrupy Gg . = (F'™) to X (Fgm).
Mozemy teraz sformutowaé hipotezy Weila, ktére uogélniaja powyzsze przyktady.

Twierdzenie 2.7 (Dwork, Grothendieck, Deligne). Dla dowolnej rozmaitosci algebraicz-
nej gladkiej i rzutowej X nad cialem skonczonym K = Fg, funkcja dzeta Z(X,t) ma
postaé

2dim X -
z(x,y= [ P®“Y
i=0

gdzie P; sq wielomianami unormowanymsi o wspélczynnikach catkowitych stopnia deg P; =
dim H(X, Qy). Ich pierwiastki zespolone

i (i=0,...,dimX, j=1,...,dimdim H(X,Qy)
spetniajq

lovij| = g2 ( ,hipoteza Riemanna”, Deligne [Del74])

W szczegblnosci, liczby IV, mozna wyznaczy¢ za pomocg pierwiastkow a;:

dim X .degP,-
N, = Z (—1) Z o
i=0 j=1

A posteriori, znajac wszystkie N,,, znamy liczby «;; (znane ¢wiczenie), a zatem znamy
wymiary grup kohomologii. W szczegdlnosci, liczac punkty nad ciatami skoficzonymi jeste-
$my w stanie powiedzie¢ cos o topologii rozmaitosci zespolonych, co jest dos¢ zaskakujace!
Na odwrét, znajomoéé topologii daje nam oszacowanie na liczbe sktadnikéw w powyzszej
sumie, a zatem na N,,.

9(*) Zaawansowanym czytelnikom polecam sprawdzenie tej zaleznosci np. dla Grassmannianu.
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3. TYP HOMOTOPII ETALE (ARTIN-MAZUR, FRIEDLANDER)

Po zdefiniowaniu i zbadaniu kohomologii étale (oraz zwiazanej z nimi grupy podsta-
wowej étale w*(X)) powstalo nastepujace pytanie: czy istnieje, dla danej rozmaitosci
algebraicznej X, naturalna ,przestrzen” (czy: typ homotopii w klasycznym znaczeniu te-
go slowa), ktorej grupy kohomologii sa izomorficzne z grupami kohomologii étale, i ktorej
grupa podstawowa zgadza sie z grupa podstawowg étale?

Na to pytanie wkrétce odpowiedzieli Artin i Mazur [AMG69], ktérzy skonstruowali typ

homotopii étale TI% (X):
X o~ IE(X) ~ HYX,Q), n{"(X),...

(Formalnie, jest to pro-obiekt (pewna granica odwrotna) w kategorii typéw homotopii.)

Aby przyblizy¢ czytelnikowi nieco idee konstrukcji typu homotopii étale, rozwazmy
wpierw, w jaki sposéb mozemy zrozumieé typ homotopii rozmaitosci topologicznej M. Z
definicji, M mozna pokry¢ $ciggalnymi podzbiorami otwartymi:

homeo
~

M=JU, U =~ R"
el
Ich przecigcia U; N U; niekoniecznie sg Sciggalne, ale mozna je z kolei pokry¢ Sciagalnymi
podzbiorami otwartymi:

homeo
UiﬂUj: U Uijka Uijk ~ R™
kGIiJ

Jezeli bedziemy odpowiednio skrupulatni jesli chodzi o notacje, zbiory indeksow

Ih=1, L= ] Lj
i,j€1
wraz z naturalnymi odwzorowaniami pomiedzy nimi (np. istnieja dwa naturalne odwzo-
rowania I; — Iy, posylajace element k € I; ; na i lub na j), beda stanowily obiekt
kombinatoryczny zwany zbiorem symplicjalnym°:

- —_—
_[. N IO R Il - I2
-
Zbiér symplicjalny I, pamieta typ homotopii rozmaitosci M.

Przyktad 3.1. Okrag jednostkowy S! C C mozna pokryé dwoma $ciggalnymi zbiorami
otwartymi

S'=U,uU_, U;y={Rez>-1/2}, U_={Rez<1/2}.

Ich przecigcie Uy N U_ sktada sie z dwu Sciagalnych sktadowych. Otrzymany zbiér sym-
plicjalny ma po dwa niezdegenerowane sympleksy wymiaru 0 i 1.

(%) W kontekscie rozmaitosci algebraicznych, powyzsze podejécie napotyka na problem:
nie sa one ,lokalnie Sciggalne” w zaden naturalny sposob. Aby to przeskoczyé, Artin i
Mazur rozpatruja wszystkie mozliwe ,hipernakrycia” (tj. systemy pokryé X ,zbiorami
otwartymi étale”, wraz z pokryciami przecie¢ par tych zbioréw, i tak dalej, bez zatozenia
Sciagalnosci). Jezeli -

Uo : UO E Ul 'Ei U2
jest takim hipernakryciem, zamieniamy kazda romtoéé U, zbiorem jej spdjnych sktado-
wych I, = mo(U,), otrzymujac zbiér symplicjalny I, ktéry oczywiscie zalezy od wyboru
U,, nawet z doktadnoscia do homotopii. Idea polega na rozpatrywaniu wszystkich takich
zbioréw symplicjalnych I, indeksowanych zbiorem wszystkich hipernakry¢ U, rozmaitosci

10(*) Formalnie, zbiér symplicjalny to funktor kontrawariantny z kategorii niepustych skonczonych
porzadkow liniowych do kategorii zbiordw.
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X. To daje szukany pro-obiekt II¢ (X) w kategorii homotopii (Artin-Mazur), ktéry przy
malej modyfikacji pochodzi od pro-obiektu w kategorii zbioréw symplicjalnych (Friedlan-
der [Fri82]).

() W przypadku K = C, mamy naturalny morfizm typéw homotopii

X(C) — I (X),

ktory indukuje izomorfizm na ,uzupetnieniach proskonczonych” obu przestrzeni, uogol-
niajac twierdzenie poréwnawcze dla kohomologii (1).

4. CHARAKTERYSTYKA 0 I CHARAKTERYSTYKA p

Jak widzieliémy, geometria algebraiczna nad cialami charakterystyki zero ma te zalete,
ze (zazwyczaj) mozna zalozyé, ze dane cialo to cialo C liczb zespolonych, co pozwala
nam na korzystanie bezposrednio z metod topologii algebraicznej, analizy, geometrii sym-
plektycznej itd. Podobnie, geometria algebraiczna nad ciatlami charakterystyki dodatniej
pozwala na korzystanie z wlasciwych sobie metod: morfizmu Frobeniusa x +— xP oraz
liczenia punktéw nad ciatami skonczonymi.

Wiele glebokich wynikéw w geometrii algebraicznej nie posiada znanych dowodéw nie
uciekajacych sie do jednej z wymienionych metod, i jest pozadane, zeby w danym kontek-
$cie mozna bylto uzy¢ kilku z nich. Stuzg do tego dwie metody ,zmiany charakterystyki”:
redukcja modulo p oraz podnoszenie do charakterystyki zero.

Jakkolwiek redukcje modulo p zawsze mozna wykona¢ z powodzeniem, jezeli tylko p
wziaé¢ odpowiednio duze, tak (jak juz wspomnieli$émy) podnoszenie do charakterystyki zero
nie zawsze jest mozliwe. Jest to zwiazane z pewnymi patologiami natury topologicznej na
rozmaitosciach algebraicznych w dodatniej charakterystyce.

Typy homotopii rozmaitodci nad cialami charakterystyki dodatniej czesto maja bardzo
dziwne wtasnosci. Dla przyktadu:

e Prosta afiniczna A}, (K algebraicznie domknigte charakterystyki p) nie jest jed-
nospéjna (ma nietrywialne nakrycia).
Najprostszym przyktadem jest nakrycie Artina—Schreiera:

fy=t—t AL - AL,
Aby sprawdzié, ze to jest nakrycie, liczymy pochodna:
flt)=1—ptt~t =1.

Zatem prosta afiniczna nakrywa sama siebie p-krotnie! (x) Zjawisko jest to zwia-
zane z tzw. dzikim rozgalezieniem (ramifikacja) morfizmu f w nieskoniczonosci.

e Jak pokazal Raynaud [Ray94], grupa podstawowa 71 (AL ) jest bardzo duza: kazda
grupa skonczona G ktora nie posiada nietrywialnych ilorazéw stopnia wzglednie
pierwszego z p (na przyklad, prawie wszystkie nieabelowe grupy proste) jest ilo-
razem 71 (Al )!

e Jak pokazali Holschbach—Schmidt—Stix [HSS14], nie istnieja ,Sciagalne” rozma-
itosci nad cialem charakterystyki dodatniej inne niz punkt.

Nastepujace ogdlne twierdzenie jest nieco zaskakujace — moéwi ono, ze grupa podsta-
wowa jest w pewnym sensie ,,odpowiedzialna” za wszystkie te komplikacje.

Twierdzenie 4.1 (A. 2017 [Achl17]). Typ homotopii étale dowolnej rozmaitosci algebra-
iczna nad cialem charakterystyki dodatniej jest przestrzenig K(m,1).

Z definicji, przestrzen K(m, 1) to taka przestrzen Y, ktérej wszystkie wyzsze grupy
homotopii 7,(Y) (n > 2) sa zerowe. Typ homotopii takiej przestrzeni jest jednoznacznie
wyznaczony przez jej grupe podstawowa m1(Y).

Przyktadowym wnioskiem z tego twierdzenia jest fakt, ze grupy podstawowe étale
m1 (A% ) oraz m(A'%) nie sa izomorficzne dla n # m.
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(%) Problem otwarty (motywowany powyzszymi rozwazaniami oraz tzw. ,anabelian geo-
metry”). Niech K bedzie cialem doskonalym charakterystyki p (tj. dowolny jego element
jest p-ta potega). Czy grupa m (AL) wyznacza cialo K z doktadnoécia do izomorfizmu?

5. (%) INNE TYPY HOMOTOPII

Na koniec wréce do charakterystyki zero i wspomne pokrétce o innym problemie kon-
struowania typu homotopii w geometrii algebraicznej. Tym razem naszym cialem bazo-
wym bedzie cialo szeregéw formalnych Laurenta:

K:C((t)):{ Z ant™ : anEC}.

n>>>—oo
Problem, postawiony przez Davida Treumanna (i motywowany zwigzkami symetrii lu-
strzanej z zespolona K-teoria), jest nastepujacy: czy dla rozmaitosci X nad tym cialem
mozna zdefiniowaé¢ naturalny typ homotopii ¥(X), podobny do X (C), ktéry pamietatby
tez dzialanie monodromii?
Dla przyktadu, dla krzywej eliptycznej E zadanej réwnaniem

E:t(x® +y° 4+ 2%) = 3ayz
typem homotopii powinien byé dwuwymiarowy torus
U(E) ~S' x st

na ktérym operator monodromii dziata jako ,trzykrotne skrecenie Dehna’.
Rozwiazanie (w pracy wspélnej z M. Talpo) konstruuje i bada taki typ homotopii za
pomoca tzw. geometrii logarytmiczne;j.
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